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Abstract. Let K be an algebraically closed field of characteristic 0. A finite dimen-
sional Lie algebra g over K is said to be stable if there exists a linear form g ∈ g∗ and a
Zariski open subset in g∗ containing g in which all elements have their stabilizers conju-
gated under the connected adjoint group. It is well known that any quasi-reductive Lie
algebra is stable. However, there are stable Lie algebras which are not quasi-reductive.
This raises the question, if for some particular class of non-reductive Lie algebras, there
is equivalence between stability and quasi-reductivity. In particular, it was conjectured
in [12, conjecture 5.6 (ii)] that these two notions are equivalent for biparabolic subal-
gebras of a reductive Lie algebra. In this paper, we prove this conjecture for parabolic
subalgebras of orthogonal Lie algebras and we answer positively to this question for
certain Lie algebras which stabilize an alternating bilinear form of maximal rank and
a flag in generic position.
Re´sume´. Soit K un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle. Une alge`bre
de Lie de dimension finie g de´finie sur K est dite stable si elle posse`de une forme li-
ne´aire re´gulie`re g ∈ g∗ admettant un voisinage pour la topologie de Zariski dans lequel
les stabilisateurs de deux e´le´ments sont conjugue´s par le groupe adjoint connexe. Il est
bien connu qu’une alge`bre de Lie quasi-re´ductive est stable. Cependant, il existe des
alge`bres de Lie stables qui ne sont pas quasi-re´ductives. Se pose la question de savoir,
si pour certaines classes particulie`res d’alge`bres de Lie non re´ductives, il y a e´quiva-
lence entre ces deux notions. En particulier, il a e´te´ conjecture´ dans [12, conjecture
5.6 (ii)] que ces deux notions sont e´quivalentes pour les sous-alge`bres biparaboliques
d’une alge`bre de Lie re´ductive. Dans cet article nous allons de´montrer cette conjecture
pour les sous-alge`bres paraboliques des alge`bres de Lie orthogonales et nous re´pondons
positivement a` cette question pour certaines alge`bres de Lie qui stabilisent une forme
biline´aire alterne´e de rang maximal et un drapeau en position ge´ne´rique.
1 Introduction
Dans toute la suite, K de´signe un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle.
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Les alge`bres de Lie conside´re´es sont de´finies et de dimension finie sur K. Soit g une
alge`bre de Lie alge´brique et G un groupe de Lie alge´brique affine connexe d’alge`bre
de Lie g. On munit g∗, l’espace dual de g, des actions coadjointes de g et de G. E´tant
donne´e une forme line´aire g ∈ g∗, on note g(g) son stabilisateur dans g. On identifie
g(g)/z, ou` z de´signe le centre de g, avec son image dans gl(g).
De´finition 1.0.1. Une forme line´aire g ∈ g∗ est dite de type re´ductif si son stabilisateur
dans g pour la repre´sentation coadjointe, modulo z, est une alge`bre de Lie re´ductive dont
le centre est forme´ d’e´le´ments semi-simples dans gl(g).
De manie`re e´quivalente, cela revient a` demander que le groupe G(g)/Zg soit re´duc-
tif, ou` G(g) de´signe le stabilisateur de g dans G et Zg le centralisateur de g dans G.
De´finition 1.0.2. Une alge`bre de Lie g est dite quasi-re´ductive si elle posse`de une
forme line´aire de type re´ductif g ∈ g∗.
La notion de quasi-re´ductivite´ a e´te´ introduite par Duflo dans [5] (voir e´galement
[11]) pour son importance dans la the´orie des repre´sentations.
Beaucoup d’alge`bres de Lie sont quasi-re´ductives. Par exemple, si g est re´ductive, g est
quasi-re´ductive puisque 0 ∈ g∗ est de type re´ductif. De plus, les sous-alge`bres parabo-
liques d’une alge`bre de Lie simple s de type A et C sont quasi-re´ductives d’apre`s un
re´sultat de Panyushev (voir [12]). Par contre, ceci n’est plus vrai pour les sous-alge`bres
paraboliques pour s = so(n,K) avec n ≥ 7. Re´cemment, Duflo, Khalgui et Torasso ont
donne´ une caracte´risation des sous-alge`bres de Lie paraboliques de so(n,K) qui sont
quasi-re´ductives (voir [11]).
Tauvel et Yu ont e´tudie´ dans [14, ch.40] une classe d’alge`bres de Lie relie´e a` celle
des alge`bres de Lie quasi-re´ductives.
De´finition 1.0.3. Une forme line´aire g ∈ g∗ est dite stable s’il existe un voisinage V
de g dans g∗ tel que, pour toute forme line´aire f ∈ V , les stabilisateurs g(g) et g(f)
soient conjugue´s par le groupe adjoint alge´brique de g.
De´finition 1.0.4. Une alge`bre de Lie est dite stable si elle admet une forme line´aire
stable.
La notion de stabilite´ a e´te´ introduite par Kosmann et Sternberg dans [9]. Il est
clair qu’une forme line´aire stable est re´gulie`re. Ceci a e´te´ notre principale motivation
pour e´tudier les formes line´aires stables. D’autre part, si g est une alge`bre de Lie
quasi-re´ductive, elle admet des formes line´aires re´gulie`res de type re´ductif lesquelles
sont stables (voir [11]). Une alge`bre de Lie quasi-re´ductive est donc stable. Par contre,
il existe des alge`bres de Lie stables qui ne sont pas quasi-re´ductives (voir exemple 2.2.9).
Dans [13], Tauvel et Yu ont donne´ un exemple d’une sous-alge`bre parabolique de
so(8,K) qui n’admet aucune forme line´aire stable qui est en particulier non quasi-
re´ductive. La partie (ii) de la conjecture 5.6 de [12] revient a` affirmer qu’une sous-
alge`bre biparabolique d’une alge`bre de Lie re´ductive est stable si et seulement si elle
est quasi-re´ductive. Le but principal de ce travail est de montrer cette assertion pour
le cas des sous-alge`bres paraboliques d’une alge`bre de Lie orthogonale (voir the´ore`me
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4.2.2). Pour de´montrer ceci, nous utilisons les re´sultats de [11] concernant la classifica-
tion des sous-alge`bres paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-re´ductives.
Dans [7], Dvorsky introduit certaines alge`bres de Lie, note´es rV , qui stabilisent une
forme biline´aire alterne´e de rang maximal et un drapeau en position ge´ne´rique. Dans
[11], Duflo, Khalgui et Torasso constatent que la classification des sous-alge`bres de Lie
paraboliques des alge`bres de Lie orthogonales se rame`ne a` de´terminer parmi ces sous-
alge`bres de Lie rV celles qui sont quasi-re´ductives. Dans ce travail, on de´montre qu’une
alge`bre de Lie rV est stable si et seulement si elle est quasi-re´ductive (voir the´ore`me
3.2.4). Pour de´montrer ceci, nous utilisons les re´sultats de [11] concernant la classifica-
tion de ces alge`bres de Lie qui sont quasi-re´ductives.
Pour une alge`bre de Lie alge´brique g, nous ramenons l’e´tude de la stabilite´ de g au
cas de rang nul (voir proposition 2.3.1 et conse´quence 2.3.2). Ceci permet de ramener
e´galement l’e´tude de la stabilite´ au cas de rang nul pour les sous-alge`bres paraboliques
de so(n,K) (voir 4.1) ainsi que pour les alge`bres de Lie rV (voir preuve du the´ore`me
3.2.4).
Remerciements. Je remercie mes encadreurs Pierre Torasso et Mohamed-Salah
Khalgui qui ont propose´ ce travail. Je remercie e´galement Michel Duflo pour d’utiles
remarques. Ce travail a be´ne´ficie´ du soutien des universite´s de Tunis El-Manar (bourse
d’alternance) et Poitiers, du projet CMCU franco-tunisien PHC G1504 ”The´orie de
Lie, Syste`mes inte´grables, analyse stochastique”, ainsi que du projet Erasmus Mundus
Al-Idrisi.
2 Stabilite´ des alge`bres de Lie alge´briques
Dans toute la suite, K est un corps commutatif alge´briquement clos de caracte´ris-
tique nulle. Par alge`bre de Lie alge´brique, nous entendons une alge`bre de Lie qui soit
l’alge`bre de Lie d’un groupe alge´brique affine connexe de´fini sur K.
Si G est un groupe alge´brique affine, on note uG le radical unipotent de G, g son al-
ge`bre de Lie, ug l’alge`bre de Lie de uG. Rappelons que G admet une de´composition de
Levi : il existe un sous-groupe re´ductif R ⊂ G, appele´ sous-groupe de Levi de G, dont
la classe de conjugaison modulo uG est uniquement de´termine´e, tel que G = R uG. Au
niveau des alge`bres de Lie, on a la de´composition de Levi g = r ⊕ ug. On dit que r est
un facteur re´ductif de g et que ug est son radical unipotent.
2.1 Formes fortement re´gulie`res
Soient g une alge`bre de Lie, g∗ son dual. On fait ope´rer g dans g∗ au moyen de la
repre´sentation coadjointe. Ainsi, si X,Y ∈ g et g ∈ g∗, on a
(X.g)(Y ) = g([Y,X]).
Avec les notations pre´ce´dentes, on de´finit une forme biline´aire alterne´e Φg sur g par :
Φg(X,Y ) = g([X,Y ]).
Le noyau de Φg est e´gal a` g(g). L’entier
ind (g) = inf{dim g(g); g ∈ g∗}
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est appele´ l’indice de g.
L’indice de g, note´ ind g, est donc la dimension minimale des stabilisateurs dans g d’un
e´le´ment de g∗ pour l’action coadjointe. Il a e´te´ introduit par Dixmier dans [3] pour son
importance dans la the´orie des repre´sentations et la the´orie des orbites. De plus, l’indice
de g est le degre´ de transcendance du corps des fractions rationnelles G-invariantes sur
g∗.
De´finition 2.1.1. Une forme line´aire g ∈ g∗ est dite re´gulie`re si la dimension de son
stabilisateur dans g pour l’action coadjointe est e´gale a` l’indice de g.
Remarque 2.1.2. Il est bien connu que l’ensemble g∗reg des e´le´ments re´guliers de g
∗
est un ouvert de Zariski non vide de g∗.
De´finition 2.1.3. Soit g une alge`bre de Lie alge´brique et G un groupe alge´brique
d’alge`bre de Lie g. Une forme line´aire g ∈ g∗ est dite fortement re´gulie`re si elle est
re´gulie`re, auquel cas g(g) est une alge`bre de Lie commutative (voir [6]), et si de plus le
tore jg, unique facteur re´ductif de g(g), est de dimension maximale lorsque g parcourt
l’ensemble des formes re´gulie`res.
Cette de´finition est due a` Duflo (voir [4]).
Remarque 2.1.4. Il est bien connu que l’ensemble des formes fortement re´gulie`res est
un ouvert de Zariski G-invariant non vide de g∗.
Les tores jg, g ∈ g
∗ sont appele´s les sous-alge`bres de Cartan-Duflo de g. Ils sont deux
a` deux conjugue´s sous l’action du groupe adjoint connexe de g.
Les deux re´sultats de la remarque pre´ce´dente sont e´nonce´s sans de´monstration dans
[4] (pour la de´monstration voir [2]).
De´finition 2.1.5. Soit g une alge`bre de Lie alge´brique sur K. On appelle rang de g
sur K et on note rang g la dimension commune de ses sous-alge`bres de Cartan-Duflo.
Soit g une alge`bre de Lie alge´brique sur K, n un ide´al de g contenu dans ug, g ∈ g∗
une forme line´aire fortement re´gulie`re, n la restriction de g a` n, h le stabilisateur de n
dans g et h la restriction de g sur h.
Lemme 2.1.6. (Voir [5, I.16]) On garde les notations pre´ce´dentes. Alors, on a
(i) exp(n(n)).g = g + (h+ n)⊥.
(ii) h(h) = g(g) + n(n).
2.2 Alge`bres de Lie quasi-re´ductives et alge`bres de Lie stables
De´finition 2.2.1. Soit g une alge`bre de Lie alge´brique.
(i) Une forme line´aire g ∈ g∗ est dite de type re´ductif si le radical unipotent de g(g) est
central dans g.
(ii) L’alge`bre de Lie g est dite quasi-re´ductive s’il existe une forme line´aire sur g qui
soit de type re´ductif.
Remarque 2.2.2. Soit g une alge`bre de Lie et z son centre. Compte tenu de la de´-
finition pre´ce´dente, il est clair qu’une forme line´aire g ∈ g∗ est de type re´ductif si et
seulement si le radical unipotent de g(g) qu’on note u(g(g)) est e´gal au radical unipotent
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du centre uz. Dans ce cas, g(g) posse`de un unique facteur re´ductif, que l’on note rg.
Soit G un groupe alge´brique connexe d’alge`bre de Lie g. Si une forme line´aire g est de
type re´ductif, il en est de meˆme de toutes celles qui sont contenues dans son orbite sous
l’action coadjointe de G : l’orbite sous G d’une telle forme est dite de type re´ductif.
On voit alors qu’une forme line´aire g ∈ g∗ est dite de type re´ductif si et seulement si
l’une des proprie´te´s e´quivalentes suivantes est ve´rifie´e :
G(g)/Z est re´ductif ,
g(g)/z est re´ductive ,
u(G(g)) ⊂ Z,
u(g(g)) ⊂ z,
(2.1)
ou` avec nos notations, u(G(g)) de´signe le radical unipotent du stabilisateur G(g) et Z
le centre de G.
Remarque 2.2.3. Si g est une alge`bre de Lie quasi-re´ductive, les formes fortement
re´gulie`res sont de type re´ductif (Voir[11]), on voit donc que g est quasi-re´ductive si et
seulement si ind g = rang g+ dim uz
Exemples 2.2.4. Voici quelques exemples d’alge`bres de Lie quasi-re´ductives.
– Toute alge`bre de Lie re´ductive est quasi-re´ductive puisque la forme line´aire 0 ∈ g∗
est de type re´ductif.
– Toutes les sous-alge`bres de Borel d’une alge`bre de Lie simple sont quasi-re´ductives
( Kostant [10], non publie´, voir [8]).
– Les sous-alge`bres paraboliques d’une alge`bre de Lie simple s de type A ou C sont
quasi-re´ductives (Panyushev [12]).
Remarque 2.2.5. Pour le cas des sous-alge`bres paraboliques de so(n,K), n ≥ 7, Pa-
nyushev dans [12] et Dvorsky dans [7] pre´sentent de nombreux exemples de sous-alge`bres
paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-re´ductives. Dans [11], on trouve une caracte´-
risation des sous-alge`bres paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-re´ductives. De plus,
les sous-alge`bres paraboliques d’une alge`bre de Lie simple exceptionnelle s ne sont pas
toujours quasi-re´ductives. Dans [1], Baur et Moreau ont termine´ la classification des
sous-alge`bres paraboliques quasi-re´ductives dans le cas des alge`bres de Lie simples ex-
ceptionnelles.
De´finition 2.2.6. Soit g une alge`bre de Lie.
(i) On dit que f ∈ g∗ est stable s’il existe un voisinage W de f dans g∗ tel que, pour
tout g ∈W , les stabilisateurs g(f) et g(g) soient K-conjugue´s, ou` K de´signe le groupe
adjoint alge´brique de g.
(ii) Une alge`bre de Lie g est dite ”stable” si elle admet une forme line´aire stable.
Lemme 2.2.7. (Voir [13]) Soit f un e´le´ment de g∗.
Si g est une alge`bre de Lie alge´brique, f est stable si et seulement si [g, g(f)]∩g(f) = {0}.
Remarque 2.2.8. Si g est une alge`bre de Lie quasi-re´ductive, les formes line´aires
re´gulie`res de type re´ductif, qui sont exactement les formes fortement re´gulie`res, sont
stables. Par suite, toute alge`bre de Lie quasi-re´ductive est stable. Cependant, il existe
des alge`bres de Lie stables qui ne sont pas quasi-re´ductives.
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2.2.9 Exemple
Voici un exemple d’alge`bre de Lie stable qui n’admet aucune forme line´aire de type
re´ductif.
Soit g l’alge`bre de Lie produit semi-direct de so(2) par K2 de sorte que g = so(2)⊕K2,
le crochet e´tant donne´ par
[t W + v, z W + v′] = t W.v′ − z W.v, t, z ∈ K, v, v′ ∈ K2,
ou` so(2) = KW , avec W =
(
0 1
−1 0
)
. On ve´rifie aise´ment que le centre de g est
trivial. Par suite, g est quasi-re´ductive si et seulement si ind g = rang g.
Soit g ∈ g∗, n la restriction de g au radical unipotent ug = K2 de g. On suppose que
n 6= 0. Alors
X = tW+v ∈ g(g) si et seulement si pour tout z ∈ K et v′ ∈ K2 〈n, tW.v′−zW.v〉 = 0.
Faisant z = 0, on voit que si X ∈ g(g), alors pour tout v′ ∈ K2, on a
t 〈n, W.v′〉 = 0.
Il suit alors de ce qui pre´ce`de que
X = t W + v ∈ g(g) si et seulement si t = 0 et 〈n, z W.v〉 = 0 pour tout z ∈ K.
Par suite, g(g) = (W.n)⊥ ⊂ ug. Ceci montre que l’alge`bre de Lie g est non quasi-
re´ductive.
D’autre part, soit O = {n ∈ (ug)∗/〈n, e1〉
2+〈n, e2〉
2 6= 0}, avec (e1, e2) la base canonique
de K2. On ve´rifie aise´ment que O est un ouvert de Zariski non vide. Si n, n′ ∈ O, il
existe k ∈ SO(2) tel que k.Kn = Kn′. Ceci montre que g est stable.
2.3 Re´duction au cas de rang nul
Nous allons maintenant e´noncer le re´sultat suivant qui permet de rame`ner l’e´tude de
la stabilite´ des alge`bres de Lie alge´briques aux alge`bres de Lie alge´briques de rang nul
et qui nous sera utile pour la suite.
Soit j une sous-alge`bre de Cartan-Duflo de g. On a g = gj ⊕ [j, g], ou` gj de´signe le
centralisateur de j dans g. On identifie le dual de l’alge`bre de Lie gj a` l’orthogonal de
[j, g] dans g∗ qui n’est autre que g∗j, l’ensemble des point fixes de j dans g∗.
Proposition 2.3.1. Soit g une alge`bre de Lie alge´brique, j une sous-alge`bre de Cartan-
Duflo de g et gj le centralisateur de j dans g. Alors
g est stable si et seulement si gj est stable .
De´monstration. Soit g une alge`bre de Lie alge´brique admettant des formes stables.
Alors l’ensemble g∗s des formes stables est un ouvert de Zariski non vide. Par suite,
g∗s ∩ g
∗
r est un ouvert de Zariski non vide, ou` g
∗
r est l’ouvert de Zariski des formes for-
tement re´gulie`res.
Soit g ∈ g∗s ∩ g
∗
r et j ⊂ g(g) le facteur re´ductif de g(g). Alors g ∈ g
∗j et g est une forme
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stable dans g∗j. En effet :
gj(g) = g(g) et [gj, g(g)] ⊂ [g, g(g)].
Re´ciproquement, soit j ⊂ g une sous-alge`bre de Cartan-Duflo de g et supposons que gj
admette des formes stables. Alors (g∗j)s ∩ g
∗
r est un ouvert de Zariski non vide de g
∗j.
Soit g ∈ (g∗j)s ∩ g
∗
r. Alors on a
g(g) ∩ [g, g(g)] = g(g) ∩ [g, g(g)]j = g(g) ∩ [gj, g(g)] = {0},
de sorte que g est stable pour g. D’ou` la proposition
Conse´quence 2.3.2. Soit maintenant gj,1 ⊂ gj l’ide´al orthogonal de j pour la forme
(X,Y ) 7→ tr(XY ). Alors gj = j ⊕ gj,1 et il est clair que g ∈ g∗j est une forme stable si
et seulement si g′ = g|gj,1 est une forme stable pour g
j,1.
Il suit de ce qui pre´ce`de que
g est stable si et seulement si gj,1 est stable
Comme gj,1 est de rang nul , on se rame`ne donc a` e´tudier la stabilite´ pour les alge`bres
de Lie de rang nul.
3 Cas des alge`bres de Lie rV
Dans [11], Duflo, Khalgui et Torasso constatent que la classification des sous-
alge`bres paraboliques quasi-re´ductives des alge`bres de Lie simples classiques se rame`ne
a` determiner parmi les alge`bres de Lie qui stabilisent une forme biline´aire alterne´e de
rang maximal et un drapeau en position ge´ne´rique, celles qui sont quasi-re´ductives. Le
but de ce nume´ro est de caracte´riser parmi ces sous-alge`bres celles qui sont stables.
3.1
Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K et soit V = {{0} = V0  V1  
V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau de V . On de´signe par qV la sous-alge`bre
parabolique de gl(V ) constitue´e des endomorphismes qui laissent invariant V et par QV
le sous-groupe alge´brique connexe de GL(V ) d’alge`bre de Lie qV .
De´finition 3.1.1. Soient V un espace vectoriel non nul de dimension finie sur K,
V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau de V et ξ une forme
biline´aire alterne´e sur V . On dit que le drapeau V est ge´ne´rique relativement a` ξ ou que
la forme ξ est ge´ne´rique relativement a` V, si pour 1 ≤ i ≤ t, la restriction de ξ a` Vi est
de rang maximum, savoir 2[12 dimVi], et V
⊥ξ
i ∩Vi−1 = {0} ou` V
⊥ξ
i de´signe l’orthogonal
de Vi dans V relativement a` ξ.
De´finition 3.1.2. Soient V un espace vectoriel non nul de dimension finie sur K,
b = (e1, ..., er) une base de V et V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un
drapeau de V . On dit que la base b est adapte´e au drapeau V, si pour tout 1 ≤ i ≤ t
l’espace Vi est engendre´ par la famille (e1, ..., edim Vi).
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Lemme 3.1.3. (Voir [11, Lemme 4.2.1]) Soit V un espace vectoriel de dimension finie
sur K et V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau de V . Alors
(i) une forme ξ ∈
∧2 V ∗ est ge´ne´rique relativement a` V, si et seulement s’il existe une
base e1, ..., er de V adapte´e au drapeau V telle que, notant e
∗
1, ..., e
∗
r la base duale, on
ait ξ =
∑
1≤2i≤r e
∗
2i−1 ∧ e
∗
2i.
(ii) l’ensemble des formes biline´aires alterne´es ξ sur V qui sont ge´ne´riques relativement
a` V est une orbite ouverte sous l’action de QV dans
∧2 V ∗.
De´finition 3.1.4. Soit V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau.
On note h = h(V) le nombre d’indices i tels que 1 ≤ i ≤ t − 1 et dimVi et dimVi+1
soient tous deux impairs. On dit que le drapeau V ve´rifie la proprie´te´ P, si deux espaces
conse´cutifs de la suite V ne peuvent eˆtre tous deux de dimension impaire, c’est a` dire
h(V) = 0.
De´finition 3.1.5. Soit V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau
de V . On dit que le drapeau V ve´rifie la condition (∗), si, pour 1 ≤ i ≤ t − 1, entre
deux sous-espaces conse´cutifs Vi et Vi+1 le saut de dimension est 2 s’ils sont tous deux
de dimension impaire et 1 sinon.
3.2
Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme biline´aire
alterne´e ξ de rang maximal. On de´signe par gl(V )(ξ) l’annulateur de ξ dans gl(V ).
Lorsque ξ est symplectique, gl(V )(ξ) est note´ sp(V, ξ) ou simplement sp(V ) et c’est
l’alge`bre de Lie du groupe symplectique correspondant. On se donne un drapeau V de
V ge´ne´rique relativement a` ξ et on de´signe par rV la sous-alge`bre de Lie de gl(V )(ξ)
constitue´e des endomorphismes stabilisant V qui est aussi la sous-alge`bre de Lie qV(ξ)
de qV stabilisant ξ .
Proposition 3.2.1. (Voir[11, Proposition 5.3.1]) Soit V un espace vectoriel de dimen-
sion finie sur K muni d’une forme biline´aire alterne´e ξ de rang maximal et V = {{0} =
V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau ge´ne´rique relativement a` ξ.
a) Supposons que dimV est pair, de sorte que ξ est symplectique. Alors,
(i) on a ind (rV) =
∑t
i=1[
1
2 (dimVi − dimVi−1)],
(ii) la dimension du radical unipotent d’un stabilisateur ge´ne´rique
de la repre´sentation coadjointe de rV est h(V),
(iii) l’alge`bre de Lie rV est quasi-re´ductive si et seulement si le drapeau V
ve´rifie la proprie´te´ P.
b) Supposons que dimV est impair et de´signons par V ′ le drapeau du sous-espace Vt−1
obtenu en supprimant l’espace V du drapeau V. Alors,
(iv) on a
ind (rV) =
{ ∑t
i=1[
1
2(dimVi − dimVi−1)]− 1 si dimVt−1 < dimV − 1,∑t
i=1[
1
2(dimVi − dimVi−1)] + 1 si dimVt−1 = dimV − 1,
(v) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur ge´ne´rique de la
repre´sentation coadjointe de rV est h(V
′).
(vi) L’alge`bre de lie rV est quasi-re´ductive si et seulement si le drapeau V
′
ve´rifie la proprie´te´ P.
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Remarque 3.2.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une
forme biline´aire alterne´e ξ de rang maximal et V = {{0} = V0  V1  V2  ...  
Vt−1  Vt = V } un drapeau ge´ne´rique relativement a` ξ.
Supposons qu’il existe un sous-espace Vi du drapeau V tel que dimVi soit pair. Alors
ξ induit une forme symplectique sur le sous-espace U = Vi de sorte que V est somme
directe de U et de son orthogonal W relativement a` ξ. On de´signe par U (resp. W)
le drapeau U = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vi−1  Vi = U} ( resp. W = {{0} =
W0  W1 = Vi+1 ∩W  ...  Vj = Vi+j ∩W  ...  Wt−i = W} ). Comme V est
ge´ne´rique relativement a` ξ, il est clair que U ( resp. W ) est ge´ne´rique relativement a`
ξ|U ( resp.ξ|W ). Par suite, la sous-alge`bre rV s’identifie au produit direct rU × rW . En
particulier, rV est quasi-re´ductive (resp.stable) si et seulement si rU et rW le sont. De
plus, on a
ind rV = ind rU + ind rW et rang rV = rang rU + rang rW .
D’autre part, V ve´rifie la condition (∗) si et seulement s’il en est de meˆme de U et de
W.
Proposition 3.2.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une
forme biline´aire alterne´e ξ de rang maximal et V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  
Vt = V } un drapeau de V ge´ne´rique relativement a` ξ.
Alors les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) rV est de rang nul.
(ii) V ve´rifie la condition (∗) et si dimV est impair, il en est de meˆme de dimVt−1.
De´monstration. D’apre`s la remarque pre´ce´dente, on se rame`ne a` de´montrer la propo-
sition dans l’un des cas suivants :
− dimV est pair , t ≥ 2 et pour 1 ≤ i ≤ t− 1,dim Vi est un nombre impair ,
− dimVi impair pour 1 ≤ i ≤ t.
(3.1)
On pose dimVi = 2pi + 1, 1 ≤ i ≤ t − 1 et ai = dimVi − dimVi−1, 1 ≤ i ≤ t. Alors
a1 = 2p1+1 = 2q1+1 est impair et ai = 2(pi− pi−1) = 2(qi+1), 2 ≤ i ≤ t− 1 est pair.
On se place dans le premier cas et on pose dimVt = 2pt. Alors at = 2(pt − pt−1)− 1 =
2qt + 1 est impair. D’apre`s la proposition 3.2.1,
rang rV =
t∑
i=1
qi.
Ainsi, rV est de rang nul si et seulement si qi = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ t. D’ou` la proposition
dans ce cas.
On se place dans la deuxie`me cas. On pose dimV = 2pt + 1. Alors at = 2(pt − pt−1) =
2(qt + 1) est pair. D’apre`s la proposition 3.2.1, on a
rang rV =
t∑
i=1
qi.
La proposition est alors claire dans ce cas.
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The´ore`me 3.2.4. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une
forme biline´aire alterne´e ξ de rang maximal et V = {{0} = V0  V1  V2  ...  
Vt−1  Vt = V } un drapeau ge´ne´rique relativement a` ξ.
Alors les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) rV admet une forme line´aire stable.
(ii) rV est quasi-re´ductive.
De´monstration. Seule l’implication (i) ⇒ (ii) me´rite de´monstration. D’apre`s la re-
marque pre´ce´dente, on se rame`ne au cas ou` aucun des e´le´ments du drapeau V, a` l’ex-
ception de {0} et V , est de dimension paire. On pose d = dimV et dimVi = 2pi + 1,
1 ≤ i ≤ t, pt = [
d
2 ]. On choisit une base e1, ..., ed de V adapte´e au drapeau V et telle que
ξ =
∑
1≤i≤pt
e∗2i−1 ∧ e
∗
2i et on pose Wi = Ke2pi−1+3 ⊕Ke2pi−1+4 ⊕ ...⊕Ke2pi , 1 ≤ i ≤ t
(on convient que p0 = −1). Alors les Wi, 1 ≤ i ≤ t, sont des sous-espaces symplectiques
deux a` deux orthogonaux et il suit de [11, lemme 26 et paragraphes 5.4, 5.5] que les
sous-alge`bres de Cartan de
∏
1≤i≤t sp(Wi) sont des sous-alge`bres de Cartan-Duflo de
rV .
Soit donc j une sous-alge`bre de Cartan de
∏
1≤i≤t sp(Wi). Le sous-espaces V
0 de V
constitue´ des vecteurs j-invariants n’est autre que (⊕1≤i≤tWi)
⊥. On conside`re gl(V 0)
comme une sous-alge`bre de gl(V ) en identifiant un e´le´ment X ∈ gl(V 0) avec l’endomor-
phisme line´aire de V agissant comme X dans V 0 et trivialement dans son supple´men-
taire ⊕1≤i≤tWi. Alors, on ve´rifie que le commutant de j dans gl(V ) est j⊕ gl(V
0). Il est
alors clair que rjV = j⊕ rV0 , ou` V
0 est la trace du drapeau V sur le sous-espace V 0.
D’autre part, remarquons que ξ0 = ξ|V 0 est de rang maximal et V
0 est en position ge´ne´-
rique par rapport a` ξ0 (i.e rV0 est de meˆme type que rV). Compte tenu de la proposition
2.3.1 et comme rV0 est de rang nul, on se rame`ne a` traiter le cas de rang nul pour rV .
Il s’agit donc de montrer que si rang rV est nul et ind rV est strictement positif, alors
rV n’admet pas de forme stable.
Compte tenu de ce qui pre´ce`de, il suffit d’e´tudier les deux cas suivants :
(a) dimV = 2p, p ≥ 2 et dimVi = 2i − 1 pour tout 1 ≤ i ≤ t − 1 de sorte
que V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vp  Vp+1 = V }. On choisit une base
(e1, ..., e2p) de V adapte´e au drapeau V telle que Vj = Ke1⊕ ...⊕Ke2j−1, 1 ≤ j ≤ p et
ξ =
∑p
j=1 e
∗
2j−1 ∧ e
∗
2j . On note (Eij)1≤i,j≤2p la base de gl(V ) canoniquement associe´e a`
la base (e1, ..., e2p) de V .
Dans ces conditions, il re´sulte de [11, 5.4] que
g = rV = lV ⊕ nV (3.2)
ou`
lV =
p⊕
j=1
KHj, (3.3)
avec
Hj = E2j−1,2j−1 − E2j,2j ,
est un facteur re´ductif de rV , commutatif dans ce cas, et
nV =
p⊕
j=1
KZj ⊕ (
p−1⊕
j=1
KTj), (3.4)
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avec
Zj = 2E2j−1,2j et Tj = E2j−1,2j+2 + E2j+1,2j,
est le radical unipotent de rV , e´galement commutatif dans ce cas.
On a alors :
[Hj, Zl] = 2δl,jZj
[Hj, Tl] = δl,jTj + δl,j−1Tj−1 = (δj,l + δj,l+1)Tl.
(3.5)
Soit g ∈ g∗. On pose n = g|nV , g(Zj) = ζj et g(Tj) = τj.
Supposons que
∏p
j=1 ζj 6= 0. Alors, on a
g(n) = nV et g(g) = nV(g).
Par suite et compte tenu du lemme 2.1.6, on a NV .g = g+n
⊥
V , ou` NV de´signe le radical
unipotent du sous-groupe alge´brique connexe RV de GL(V ) d’alge`bre de Lie rV . Ainsi,
on peut supposer que g|lV = 0.
Soit
X =
p∑
i=1
zi Zi +
p−1∑
i=1
ti Ti ∈ nV .
On a
[H1,X] = 2z1Z1 + t1T1
[Hi,X] = 2ziZi + tiTi + ti−1Ti−1, 2 ≤ i ≤ p− 1,
[Hp,X] = 2zpZp + tp−1Tp−1
(3.6)
Alors, on a X ∈ nV(g) si et seulement si :

2ζ1z1 + τ1t1 = 0
2ζizi + τiti + τi−1ti−1 = 0, 2 ≤ i ≤ p− 1
2ζpzp + τp−1tp−1 = 0.
On en de´duit que
g(g) =
p−1⊕
i=1
KWi,
avec
Wi = Ti−
τi
2
(
1
ζi
Zi+
1
ζi+1
Zi+1) = E2i−1,2i+2+E2i+1,2i−
τi
2
(
1
ζi
E2i−1,2i+
1
ζi+1
E2i+1,2i+2).
Soit H =
∑p
i=1Hi. Alors, on a
[H,Zl] = 2Zl et [H,Tl] = 2Tl
et donc
[H,Wl] = 2Wl, 1 ≤ l ≤ p− 1.
Il en re´sulte que
[g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.
Compte tenu du lemme 2.2.7 et du fait que g est ge´ne´rique, il re´sulte que g n’admet
pas de forme line´aire stable.
11
(b) dimV = 2p + 1, p ≥ 2 et dimVi = 2i − 1 pour tout 1 ≤ i ≤ t − 1 de sorte que
V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vp  Vp+1 = V }. On choisit une base (e1, ..., e2p+1)
de V adapte´e au drapeau V telle que Vj = Ke1 ⊕ ... ⊕ Ke2j−1, 1 ≤ j ≤ p + 1 et
ξ =
∑p
j=1 e
∗
2j−1 ∧ e
∗
2j .
Dans ces conditions et compte tenu de [11, 5.6], les matrices des e´le´ments de rV dans
la base e1, ..., e2p+1 sont de la forme :

a1 z1 0 t1 0 0
0 −a1 0 0 0 0
0 t1 a2 z2 0 t2
0 0 0 −a2 0 0
0 0 0 t2 a3 z3
0 0 0 0 0 −a3
.
.
ap−1 zp−1 0 tp−1 0
0 −ap−1 0 0 0
0 tp−1 ap zp 0
0 0 0 −ap 0
0 0 0 tp ap+1


On voit alors que si l’on pose V ′ = Ke1 ⊕ ... ⊕ Ke2p, et V
′ = {{0} = V ′0  V
′
1 =
V1  V
′
2 = V2  V
′
p = Vp  V
′
p+1 = V
′}, ξ|V ′ est symplectique et V
′ est en position
ge´ne´rique par rapport a` ξ|V ′ tandis que
rV = lV ⊕ nV (3.7)
ou` lV = lV ′ ⊕ KHp+1 est un facteur re´ductif de rV qui est un tore dans ce cas, et
nV = nV ′ ⊕KTp son radical unipotent, avec
Hp+1 = E2p+1,2p+1 et Tp = E2p+1,2p. (3.8)
Dans ce cas, on a les crochets supple´mentaires
[Hp+1, Zj ] = 0 1 ≤ j ≤ p , [Hp+1, Tj ] = 0 1 ≤ j ≤ p− 1
[Hj , Tp] = δjpTp 1 ≤ j ≤ p , [Hp+1, Tp] = Tp.
Soit g une forme fortement re´gulie`re sur g = rV . On pose n = g|nV , ζj = g(Zj) et
τj = g(Tj).
Supposons que τp
∏p
j=1 ζj 6= 0. Alors, on a g(n) = nV de sorte que, compte tenu
du lemme 2.1.6, NV .g = g + n
⊥
V , ou` NV de´signe le radical unipotent du sous-groupe
alge´brique connexe RV de GL(V ) d’alge`bre de Lie rV , et qu’on peut supposer que
g|lV = 0.
D’autre part, si X =
∑p
l=1 zlZl +
∑p
l=1 tlTl, on a
[H1,X] = 2z1Z1 + t1T1
[Hi,X] = 2ziZi + ti−1Ti−1 + tiTi, 2 ≤ i ≤ p,
[Hp+1,X] = tpTp
(3.9)
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Il s’ensuit que X ∈ g(g) = nV(g) si et seulement si

2ζ1z1 + τ1t1 = 0,
2ζizi + τi−1ti−1 + τiti = 0, 2 ≤ i ≤ p− 1
τptp = 0, .
On en de´duit que g(g) =
⊕p−1
i=1 KWi, avec
Wi = Ti−
τi
2
(
1
ζi
Zi+
1
ζi+1
Zi+1) = E2i−1,2i+2+E2i+1,2i−
τi
2
(
1
ζi
E2i−1,2i+
1
ζi+1
E2i+1,2i+2).
Si H =
∑p+1
i=1 Hi, on a
[H,Wi] = 2Wi pour 1 ≤ i ≤ p− 1.
Par suite, on a
[g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.
Comme g est ge´ne´rique, ceci ache`ve la de´monstration dans ce cas.
4 Cas des sous-alge`bres paraboliques de so(E)
Dans ce nume´ro, on va e´tudier la stabilite´ des sous-alge`bres paraboliques des al-
ge`bres de Lie orthogonales. Exactement, on va montrer l’assertion (ii) de la conjecture
de Panyushev [12, conjecture 5.6] pour le cas des sous-alge`bres paraboliques d’une al-
ge`bre de Lie orthogonale.
4.1 Re´duction au cas de rang nul pour les sous-alge`bres paraboliques
d’une alge`bre de Lie orthogonale
le but de ce paragraphe est de ramener l’e´tude de la stabilite´ au cas de rang nul
pour les sous-alge`bres paraboliques et qui nous sera utile pour la suite :
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme biline´aire syme´-
trique non de´ge´ne´re´e B. On de´signe par so(E) l’alge`bre de Lie du groupe orthogonal
correspondant. Soit V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau
de sous-espaces isotropes de E avec dimV ≥ 1. On de´signe par pV la sous-alge`bre
de Lie de so(E) constitue´e des endomorphismes de E stabilisant le drapeau V : c’est
une sous-alge`bre parabolique de so(E) et les sous-alge`bres paraboliques de so(E) sont
toutes obtenues ainsi.
Soit maintenant g = pV . Supposons que g ne soit pas quasi-re´ductive et donc que
rang g < ind g. On cherche a` savoir si g admet ou non des formes stables.
Soit j une sous-alge`bre de Cartan-Duflo de g et Π l’ensemble des poids non nuls de j
dans E. Si α ∈ Π ∪ {0}, on note Eα le sous-espace poids correspondant. Si α ∈ Π,
−α ∈ Π, de plus Eα et E−α sont des sous-espaces totalement isotropes mis en dualite´
par B. Si α, β ∈ Π sont tels que α+ β 6= 0, alors Eα et Eβ sont orthogonaux.
Soit Π+ ⊂ Π une partie telle que Π = Π+ ∐Π− ou` Π− = −Π+.
Alors, on a
so(E)j = so(E0)×
∏
α∈Π+
gl(Eα).
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Pour α ∈ Π∪{0}, soit Vα le drapeau de Eα dont les e´le´ments sont ceux de U∩Eα, U ∈ V
range´s dans l’ordre strictement croissant, auxquels on adjoint Eα si α 6= 0. Alors, on a
gj = pV0 ×
∏
α∈Π+
qVα
ou` avec les notations du nume´ro pre´ce´dent qVα de´signe la sous-alge`bre parabolique de
gl(Eα) qui stabilise le drapeau Vα. D’autre part, d’apre`s Panyushev (voir[12]) les sous-
alge`bres paraboliques qVα sont stables. Il s’ensuit que g
j admet des formes stables si et
seulement si pV0 admet des formes stables. Or d’apre`s 2.3.2 et comme son centre est
trivial, pV0 est de rang nul. Ainsi et compte tenu de la proposition 2.3.1, pour de´montrer
l’e´quivalence entre la quasi-re´ductivite´ et la stabilite´ dans le cas conside´re´, on se rame`ne
a` montrer que les sous-alge`bres paraboliques de so(E) qui sont de rang nul et d’indice
strictement positif ne sont pas stables.
The´ore`me 4.1.1. (Voir [11, 5.15]) Soit E un espace vectoriel de dimension q ≥ 3
sur K muni d’une forme biline´aire syme´trique non de´ge´ne´re´e B, V = {{0} = V0  
V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau de sous-espaces isotropes de E avec
r = dimV ≥ 1. On note V ′ le drapeau tel que V ′ = V \ {V }, si r est impair e´gal a` q2 ,
et V ′ = V, sinon.
(i) On a les formules suivantes pour l’indice de la sous-alge`bre parabolique pV :
ind (pV) =


[ q2 ]− r +
∑t
i=1[
1
2(dimVi − dimVi−1)] si r est pair,
[ q−12 ]− r +
∑t
i=1[
1
2 (dimVi − dimVi−1)] si r est impair, et r <
q
2 ,∑t
i=1[
1
2 (dimVi − dimVi−1)]− 1 si r est impair, r =
q
2 et
dimVt−1 < r − 1,
∑t
i=1[
1
2 (dimVi − dimVi−1)] + 1 si r est impair, r =
q
2 et
dimVt−1 = r − 1,
(ii) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur ge´ne´rique de la repre´sentation
coadjointe de pV est h(V
′).
(iii) L’alge`bre de Lie pV est quasi-re´ductive si et seulement si le drapeau V
′ ve´rifie la
proprie´te´ P.
Proposition 4.1.2. Soit V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau
de sous-espaces isotropes de E et pV la sous-alge`bre parabolique qui stabilise le drapeau
V. On pose q = dimE et r = dimV . Alors les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) pV est de rang nul.
(ii) la condition (∗) est satisfaite par V et (q, r) ve´rifie l’une des conditions suivantes :
(a) q ∈ {2r, 2r + 1}.
(b) r est impair et q = 2r + 2.
(4.1)
De´monstration. : Remarquons tout d’abord que l’alge`bre de lie pV est de rang nul si
et seulement si le nombre h(V ′) est e´gal a` l’indice de pV . D’apre`s le the´ore`me 4.1.1, il
suffit de conside´rer les cas suivants :
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On suppose que dimV = r est pair de sorte que V ′ = V. Dans ce cas, on a
ind (pV) = [
q
2
]− r +
t∑
i=1
[
1
2
(dimVi − dimVi−1)].
Par suite, on a
rang pV = 0 si et seulement si [
q
2
]− r = 0 et
t∑
i=1
[
1
2
(dimVi − dimVi−1)] = h(V).
Ainsi, pV est de rang nul si et seulement si q ∈ {2r, 2r + 1} et le drapeau V ve´rifie la
condition (∗).
On suppose que dimV = r est impair et r < q2 de sorte que V
′ = V. Dans ce cas,
on a
ind (pV) = [
q− 1
2
]− r +
t∑
i=1
[
1
2
(dimVi − dimVi−1)].
Par suite, on a
rang pV = 0 si et seulement si [
q− 1
2
]− r = 0 et
t∑
i=1
[
1
2
(dimVi − dimVi−1)] = h(V).
Ainsi, pV est de rang nul si et seulement si q ∈ {2r + 1, 2r + 2} et le drapeau V ve´rifie
la condition (∗).
On suppose maintenant que dimV = r est impair, r = q2 . Dans ces conditions et
compte tenu du the´ore`me 4.1.1, on a
ind (pV) =
{ ∑t
i=1[
1
2 (dimVi − dimVi−1)]− 1 si dimVt−1 < r − 1∑t
i=1[
1
2 (dimVi − dimVi−1)] + 1 si dimVt−1 = r − 1
La proposition est alors claire dans ce cas.
4.2
On garde les notations du nume´ro pre´ce´dent. Si u, v ∈ E, on de´finit l’e´le´ment u∧B v
de so(E) en posant, pour x ∈ E :
u ∧B v(x) = B(x, u)v −B(x, v)u.
Il existe une unique application line´aire ∧B : E⊗E 7→ so(E) telle que ∧B(u⊗v) = u∧Bv,
laquelle passe au quotient en un isomorphisme d’espaces vectoriels de ∧2E sur so(E).
Plus ge´ne´ralement, si V, W sont des sous-espaces de E tels que V ∩W = {0}, ∧B induit
un isomorphisme d’espaces vectoriels de ∧2V ( resp. V ⊗W ) sur un sous-espace de
so(E) note´ Λ2BV (resp. V ΛBW ).
Si u1, u2, v1, v2 ∈ E, on a
[u1 ∧B v1, u2 ∧B v2] =B(u1, u2)v1 ∧B v2 +B(u1, v2)u2 ∧B v1
+B(v1, u2)u1 ∧B v2 +B(v1, v2)u1 ∧B u2.
(4.2)
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Onmunit so(E) de la forme biline´aire syme´trique non de´ge´ne´re´e et invariante L(X,Y ) =
−12TrXY . Si u1, u2, v1, v2 ∈ E, on a
L(u1 ∧B v1, u2 ∧B v2) = det
(
B(u1, u2) B(u1, v2)
B(v1, u2) B(v1, v2)
)
.
4.2.1
Soit V un sous-espace isotrope non nul de E et W un supple´mentaire dans E de
l’orthogonal V ⊥B de V pour B. Alors B induit une dualite´ entre V et W , la restriction
de B a` F = (V ⊕ W )⊥B est non de´ge´ne´re´e et on a E = V ⊕ F ⊕ W de sorte que
V ⊥B = V ⊕ F . On identifie les alge`bres de Lie gl(V ) et so(F ) a` des sous-alge`bres de
Lie de so(E) de la manie`re suivante :
- si X ∈ gl(V ), on l’e´tend en un e´le´ment encore note´ X de so(E) en de´cidant que
X|F = 0 et, si y ∈W , X.y est l’e´le´ment de W tel que
B(X.x, y) +B(x,X.y) = 0, x ∈ V,
- si X ∈ so(F ), on l’e´tend en un e´le´ment encore note´ X de so(E) en de´cidant que
X|F⊥B = 0.
De plus, si X ∈ gl(V ), Y ∈ so(F ), u ∈ F , v, v′ ∈ V , on a
[X,u ∧B v] = u ∧B X.v,
[Y, u ∧B v] = Y.u ∧B v,
[Y, v ∧B v
′] = 0,
[X, v ∧B v
′] = X.v ∧B v
′ + v ∧B X.v
′.
(4.3)
- La forme L permet d’identifier ∧B2 V
∗ (rep.(F ∧B V )
∗) avec ∧B2 W (resp.F ∧B V ).
Le the´ore`me suivant est le re´sultat principal de ce travail.
The´ore`me 4.2.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie q ≥ 3 sur K muni
d’une forme biline´aire syme´trique B non de´ge´ne´re´e et V = {{0} = V0  V1  V2  
...  Vt−1  Vt = V } un drapeau de sous-espaces isotropes de E avec dimV ≥ 1.
On note pV la sous-alge`bre parabolique de so(E) qui stabilise le drapeau V. Alors les
assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) pV admet une forme line´aire stable.
(ii) pV est quasi-re´ductive.
De´monstration. On pose g = pV et dimV = r. D’apre`s 4.1, on peut supposer que l’al-
ge`bre de Lie pV est de rang nul c’est a` dire que V ve´rifie la condition (∗) et (q, r) ve´rifie
(4.1). Il s’agit de montrer que si l’indice de pV est strictement positif, alors pV n’admet
pas de formes stables.
On garde les notations du nume´ro pre´ce´dent et on commence par e´tudier un cas parti-
culier : on suppose que t ≥ 2 et pour 1 ≤ i ≤ t−1, dimVi est impair avec dimVi = 2i−1,
de sorte que V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vp  Vp+1 = V }, avec t = p + 1 et
r ∈ {2p, 2p + 1}.
D’apre`s [11, 5.15], on a
g =
{
qV ⊕ nV si r = dimV est pair ou F = 0,
qV × so(F ) ⊕ nV si r = dimV est impair et F 6= 0.
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avec nV = F ∧B V ⊕ zV , zV = Λ
2V (le centre de nV ), ou` nV est un ide´al unipotent de
g et qV la sous-alge`bre parabolique de gl(V ) qui stabilise le drapeau V.
Soit g une forme line´aire ge´ne´rique sur g et n (resp. ξ) sa restriction a` nV (resp. zV ). Par
ge´ne´ricite´ de g, on peut supposer que ξ est une forme biline´aire alterne´e sur V ge´ne´rique
relativement au drapeau V. On choisit une base e1, ..., er de V adapte´e au drapeau V
telle que, notant e∗1, ..., e
∗
r la base duale, on ait ξ =
∑
1≤2i≤r e
∗
2i−1 ∧ e
∗
2i. Compte tenu
des nume´ros 5.16, 5.18 et 5.19 de [11], on peut supposer que n|F∧BV = 0 si r est pair
ou F = 0 et n = ξ+u∗ ∧ e∗r, avec u ∈ F non isotrope, si r est impair et F 6= 0. On note
(Eij)1≤i,j≤r la base de gl(V ) telle que Eij(ek) = δj,kei, 1 ≤ k ≤ r.
Soit rV la sous-alge`bre de Lie de qV qui stabilise la forme biline´aire ξ sur V . Compte
tenu des formules (3.2), (3.7) et (3.8) de la de´monstration du the´ore`me 3.2.4 dont on
reprend les notations, on a
rV = lV ⊕ nV . (4.4)
avec
lV =
s⊕
j=1
KHj et nV = (
p⊕
j=1
KZj)⊕ (
s−1⊕
j=1
KTj),
ou` s = p si r = 2p et s = p+ 1 si r = 2p+ 1.
Soit alors
mV = mV ,0 ⊕mV ,1 ⊕mV ,2,
le supple´mentaire de rV dans qV tel que
mV ,0 =
p⊕
i=1
KSi avec Si = E2i−1,2i−1 + E2i,2i,
mV ,1 =
s−1⊕
i=1
KE2i,2i+1,
mV ,2 =
⊕
j>i+1
KEi,j.
(4.5)
D’une part et compte tenu des nume´ros 5.16 et 5.18 de [11], si r = 2p ou F = 0, on a
h := g(n) = rV ⊕ zV .
D’autre part et compte tenu du nume´ro 5.19 de [11], si r = 2p+ 1 et F 6= 0, on a
h := g(n) = rV ′ ⊕ tV ′ ⊕ nV (n),
ou` V ′ = {{0} = V ′0  V
′
1 = V1  V
′
2 = V2  ...  V
′
p = Vp  V
′
p+1 = V
′} est le drapeau
obtenu en remplac¸ant l’espace V par V ′ (ξ|V ′ est symplectique et V
′ est en position
ge´ne´rique par rapport a` ξ|V ′), tV ′ = K(Tp − u ∧B e2p−1) et nV (n) = F ∧B e2p+1 ⊕ zV .
De plus, on a h+ nV = rV ′ ⊕KTp ⊕ nV .
Quitte alors a` translater g par un e´le´ment de exp nV , on peut supposer que g|mV = 0
dans les deux cas traite´s.
On pose ζi = g(Zi), 1 ≤ i ≤ p, τi = g(Ti), 1 ≤ i ≤ s − 1. Par ge´ne´ricite´ de g, on
peut supposer que
∏p
i=1 ζi 6= 0 si r est pair et τp
∏p
i=1 ζi 6= 0 si r est impair. Soit
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λ = g|rV . Dans ces conditions et compte tenu de la de´monstration du the´ore`me 3.2.4,
on peut e´galement supposer que g|lV = λ|lV = 0. De plus et comme λ est ge´ne´rique, il
suit des calculs de la de´monstration du the´ore`me 3.2.4 que
rV(λ) =
p−1⊕
k=1
KWk,
avec
Wk = E2k−1,2k+2 + E2k+1,2k −
τk
2
(
1
ζk
E2k−1,2k +
1
ζk+1
E2k+1,2k+2), 1 ≤ k ≤ p− 1.
Avec ces hypothe`ses sur la forme line´aire g et ces notations, on a les re´sultats suivants :
Lemme 4.2.3. On suppose que r = 2p ou F = 0. Alors, on a
(i) g(g) =
⊕p−1
k=1KCk, avec
Ck =Wk +
1
2
τk(e2k−1 ∧ e2k − e2k+1 ∧ e2k+2) +
1
2
ζk+1e2k−1 ∧ e2k+2 +
1
2
ζke2k ∧ e2k+1.
(ii) [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.
De´monstration. On commence par montrer le lemme pour le cas d’un parabolique de
so(8,K) qui nous sera utile pour le cas ge´ne´ral : Dans [13], Tauvel et Yu ont donne´ un
exemple d’une sous-alge`bre parabolique minimale de so(8,K) non quasi-re´ductive qui
n’admet aucune forme line´aire stable. Cette sous-alge`bre parabolique est la sous-alge`bre
de so(8,K), qui stabilise le drapeau forme´ de sous-espaces isotropes suivant
V = {{0}  V1  V2  V3 = V }, avec dimV1 = 1,dim V2 = 3 et dimV3 = dimV = 4.
Dans ce cas, on a dimV = 4 est pair et F = 0 de sorte que pV = qV ⊕ zV .
Il re´sulte du the´ore`me 4.1.1 que pV est une alge`bre de Lie non quasi-re´ductive d’indice
1. Soit {e1, e2, e3, e4} une base de V adapte´e au drapeau V telle que, notant e
∗
1, e
∗
2, e
∗
3, e
∗
4
la base duale, on ait ξ = e∗1 ∧ e
∗
2 + e
∗
3 ∧ e
∗
4.
Dans ce cas, on a rV = lV ⊕ nV , avec
lV = KH1 ⊕KH2, ou` H1 = E11 − E22 et H2 = E33 − E44,
nV = KZ1 ⊕KZ2 ⊕KT, ou` Z1 = 2E12, Z2 = 2E34 et T = E14 + E32,
et
mV = K(E11 + E22)⊕K(E33 +E44)⊕KE23 ⊕ (⊕4≥j>i+1KEij).
Compte tenu de nos hypothe`ses sur la forme line´aire g, on peut supposer que g|mV =
g|lV = 0. D’autre part, on a
g(g) ⊂ rV(λ)⊕ zV = h(h) := g(g) + nV (n) = g(g) + zV ou` h = g|h.
Soit X ∈ h(h) ; il s’e´crit sous la forme
X = α W +
∑
1≤i<j≤4
zij ei ∧ ej = α (T −
τ
2
(
1
ζ1
Z1 +
1
ζ2
Z2)) +
∑
1≤i<j≤4
zij ei ∧ ej .
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On a dim g(g) = h(V) = 1 de sorte que les zij sont entie`rement de´termine´s par α.
Compte tenu de ce qui pre´ce`de, on a{
〈g, [X,Y ]〉 = 0 ∀ Y ∈ zV ,
〈g, [X,Y ]〉 = 0 ∀ Y ∈ rV ,
de sorte que
X ∈ g(g) si et seulement si 〈g, [X,Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV .
Ainsi, on ve´rifie aise´ment que X ∈ g(g) si et seulement si

z12 =
1
2 α τ
z14 =
1
2 α ζ2
z23 =
1
2 α ζ1
z34 = −
1
2 α τ
z13 = z24 = 0.
Par suite, on a
g(g) = KC,
avec
C = T −
τ
2
(
1
ζ1
Z1 +
1
ζ2
Z2) +
1
2
τ (e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4) +
1
2
ξ2 e1 ∧ e4 +
1
2
ξ1 e2 ∧ e3. (4.6)
Mais alors, on remarque que [E11 + E33, C] = C de sorte que [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.
Maintenant on va montrer le lemme dans la cas ge´ne´ral. En nous inspirant de (4.6) on
de´finit, pour 1 ≤ k ≤ p− 1, les vecteurs Ck en posant
Ck =Wk +
1
2
τk (e2k−1 ∧ e2k − e2k+1 ∧ e2k+2) +
1
2
ζk+1 e2k−1 ∧ e2k+2 +
1
2
ζk e2k ∧ e2k+1.
Remarquons tout d’abord que Ck ∈ h(h) avec h = g|h, de sorte que
Ck ∈ g(g) si et seulement si 〈g, [Ck, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mVj , j = 0, 1, 2.
Compte tenu de (4.5), on a
Ck ∈ g(g) si et seulement si


〈g, [Sj , Ck]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p,
〈g, [E2j,2j+1, Ck]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ s− 1,
〈g, [Ei,j , Ck]〉 = 0, 2 ≤ i+ 1 < j ≤ r.
D’une part, on a
[Sj , Ck] = δk,j(E2k−1,2k+2 −E2k+1,2k + τk e2k−1 ∧ e2k +
1
2
ζk+1 e2k−1 ∧ e2k+2
+
1
2
ζk e2k ∧ e2k+1) + δk+1,j(−E2k−1,2k+2 +E2k+1,2k − τk e2k+1 ∧ e2k+2
+
1
2
ζk+1 e2k−1 ∧ e2k+2 +
1
2
ζk e2k ∧ e2k+1)
= δk,j (−Tk + τk e2k−1 ∧ e2k) + δk+1,j (Tk − τk e2k+1 ∧ e2k+2)mod(mV + ker(n)),
de sorte que, compte tenu de nos hypothe`ses sur la forme line´aire g,
〈g, [Sj , Ck]〉 = 0, pour tout 1 ≤ j ≤ p.
19
D’autre part, on a
[E2j,2j+1, Ck] = δk−1,j(E2k−2,2k+2 −
τk
2ζk
E2k−2,2k +
1
2
τk e2k−2 ∧ e2k
+
1
2
ζk+1 e2k−2 ∧ e2k+2) + δk,j(−E2k+1,2k+1 + E2k,2k
+
τk
2ζk
E2k−1,2k+1 −
τk
2ζk+1
E2k,2k+2 −
1
2
τk e2k ∧ e2k+2)
+ δk+1,j(−E2k−2,2k+3 +
τk
2ζk+1
E2k+1,2k+3)
= δk,j(Hk −Hk+1)mod(mV + ker(n))
comme on a g(Hk+1) = g(Hk) = 0, il suit de nos hypothe`ses sur la forme line´aire g, que
〈g, [E2j,2j+1, Ck]〉 = 0, pour tout 1 ≤ j ≤ s− 1.
Enfin, pour calculer le crochet [Ei,j , Ck] avec 2 ≤ i+ 1 < j ≤ r, on distingue suivant la
parite´ de i et j :
(i) Pour i = 2l et j = 2l′ avec l + 1 ≤ l′, on a
[E2l,2l′ , Ck] = δk+1,l(−E2k−1,2l′ +
τk
2ζk+1
E2k+1,2l′) + δk,l (−E2k+1,2l′ +
τk
2ζk
E2k−1,2l′)
+
1
2
δk,l′(τk e2k−1 ∧ e2l + ζk e2l ∧ e2k+1)
+
1
2
δk+1,l′(−τk e2k+1 ∧ e2l + ζk+1 e2k−1 ∧ e2l)
= δk,lδk+1,l′(−
1
2
Zk+1 +
1
2
ζk+1 e2k−1 ∧ e2k)mod(mV + ker(n)),
de sorte que
〈g, [E2l,2l′ , Ck]〉 = 0, pour tout 1 ≤ l < l
′.
(ii) Pour i = 2l et j = 2l′ + 1 avec 1 ≤ l < l′, on a
[E2l,2l′+1, Ck] = δk+1,l(−E2k−1,2l′+1 +
τk
2ζk+1
E2k+1,2l′+1)
+ δk,l (−E2k+1,2l′+1 +
τk
2ζk
E2k−1,2l′+1)
+ δk−1,l′(E2l,2k+2 −
τk
2ζk
E2l,2k +
1
2
τk e2l ∧ e2k +
1
2
ζk+1 e2l ∧ e2k+2)
+ δk,l′(E2l,2k −
τk
2ζk+1
E2l,2k+2 −
1
2
τk e2l ∧ e2k+2 +
1
2
ζk e2k ∧ e2l).
Remarquons que, pour 1 ≤ l < l′, [E2l,2l′+1, Ck] ∈ ker(n) +mV de sorte que
〈g, [E2l,2l′+1, Ck]〉 = 0.
(iii) Pour i = 2l + 1 et j = 2l′ avec 1 ≤ l + 1 < l′, on a
[E2l+1,2l′ , Ck] =
1
2
δk,l′(τk e2k−1 ∧ e2l+1 + ζk e2l+1 ∧ e2k+1)
+
1
2
δk+1,l′(−τk e2k+1 ∧ e2l+1 + ζk+1 e2k−1 ∧ e2l+1).
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On voit donc que, pour 1 ≤ l + 1 < l′, [E2l,2l′+1, Ck] ∈ ker(n). Par suite
〈g, [E2l,2l′+1, Ck]〉 = 0.
(iv) Pour i = 2l + 1 et j = 2l′ + 1 avec 0 ≤ l < l′, on a
[E2l+1,2l′+1, Ck] = δk−1,l′(E2l+1,2k+2 −
τk
2ζk
E2l+1,2k +
1
2
τk e2l+1 ∧ e2k
+
1
2
ζk+1 e2l+1 ∧ e2k+2) + δk,l′(E2l+1,2k −
τk
2ζk+1
E2l+1,2k+2
−
1
2
τk e2l+1 ∧ e2k+2 −
1
2
ζk e2l+1 ∧ e2k)
= δk−1,lδk,l′(
1
2
Zk −
1
2
ζk e2k−1 ∧ e2k)mod(mV + ker(n)),
de sorte que, compte tenu de nos hypothe`ses,
〈g, [E2l+1,2l′+1, Ck]〉 = 0 pour tout 0 ≤ l < l
′.
Par suite, pour 1 ≤ k ≤ p− 1, on a
〈g, [Ck , Y ]〉 = 0 ∀ Y ∈ g.
On a donc
Ck ∈ g(g) pour tout 1 ≤ k ≤ p− 1.
D’autre part, remarquons que la famille {Ck, 1 ≤ k ≤ p − 1} est une famille libre de
g(g). De plus, comme dim(g(g)) = h(V) = p−1, cette famille est maximale et donc elle
forme une base de g(g). On a donc
g(g) =
p−1⊕
k=1
KCk.
On pose Rk = E2k−1,2k−1 + E2k+1,2k+1. On a Rk ∈ g et
[Rk, Ck] = Ck pour 1 ≤ k ≤ p− 1,
ceci montre alors que [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0} de sorte que g est non stable puisque g est
une forme line´aire ge´ne´rique.
On suppose maintenant que r = dimV = 2p + 1 et F 6= {0}. Ici dimF ∈ {1, 2},
V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vp  Vp+1 = V } et n = ξ + u
∗ ∧ e∗2p+1, avec u ∈ F
non isotrope. On rappelle les vecteurs Ck du lemme 4.2.3.
Lemme 4.2.4. On suppose que r = dimV est impair et F 6= 0. Alors, on a
(i) g(g) =
⊕p−1
k=1KCk ⊕KDp, avec
Dp = Tp − u ∧B e2p−1 − τpu ∧B e2p+1 −
τp
2ζp
Zp +
1
2
τp e2p−1 ∧ e2p +
1
2
ζp e2p ∧ e2p+1.
(ii) [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.
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De´monstration. On va traiter tout d’abord les deux exemples de rang nul et d’indice 1
en dimensions 7 et 8 qui nous sera utile pour le cas ge´ne´ral. On suppose que dimE = 7.
Ici dimF = 1, V = {{0} = V0  V1  V2 = V }, dimV1 = 1 et dimV2 = dimV = 3.
Soit {e1, e2, e3} une base de V adapte´e au drapeau V telle que, notant e
∗
1, e
∗
2, e
∗
3 la base
duale, on ait ξ = e∗1 ∧ e
∗
2 et n = ξ + u
∗ ∧ e∗3.
Dans ce cas, on a
rV = lV ⊕ nV ,
avec
lV = KH1 ⊕KH2, ou` H1 = E11 − E22 et H2 = E33
nV = KZ ⊕KT, ou` Z = 2E12 et T = E32,
et
mV = K(E11 + E22)⊕KE23 ⊕KE13.
On pose g(Z) = ζ et g(T ) = τ . Dans ce cas, on a
h = KH1 ⊕KZ ⊕ oV ⊕ nV (n),
avec oV = K(T − u ∧B e1) et nV (n) = Ku ∧B e3 ⊕ zV .
D’apre`s ce qui pre´ce`de, tout e´le´ment X de h s’e´crit sous la forme
X = α1H1 + α2 Z + α3 (T − u ∧B e1) + α4 u ∧B e3 +
∑
1≤i<j≤3
zij ei ∧ ej. (⋆)
Si X s’e´crit comme en (⋆), on a
X ∈ g(g) si et seulement si
{
〈g, [X,Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ rV
〈g, [X,Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV .
D’une part, on ve´rifie aise´ment que 〈g, [X, rV ]〉 = {0} si et seulement si
X = α (T − u ∧B e1 − τ u ∧B e3 −
τ
2ζ
Z) +
∑
1≤i<j≤3
zij ei ∧ ej , α ∈ K. (⋆⋆)
D’autre part, on sait que ind (g) = dim g(g) = 1 de sorte que les zij sont entie`rement
de´termine´s par α. Si X s’e´crit comme en (⋆⋆), on a
X ∈ g(g) si et seulement si 〈g, [X,Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV .
Vu que mV est engendre´ par
E11 + E22, E23 et E13,
il vient que X ∈ g(g) si et seulement si

(1)〈g, [E11 + E22,X]〉 = 0,
(2)〈g, [E23,X]〉 = 0,
(3)〈g, [E13,X]〉 = 0.
On ve´rifie alors aise´ment que
g(g) = KD,
22
avec
D = T − u ∧B e1 − τ u ∧B e3 −
τ
2ζ
Z +
1
2
τe1 ∧ e2 +
1
2
ζe2 ∧ e3. (4.7)
Mais alors, on remarque que [E11 + E33,D] = D de sorte que [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}.
On suppose maintenant dimE = 8. Ici dimF = 2 et V = {{0} = V0  V1  V2 = V },
dimV1 = 1 et dimV2 = dimV = 3. On peut supposer qu’il existe une base e1, e2, e3 de
V adapte´e a` V et une base orthonorme´e u1, u2 de F telles que
ξ = e∗1 ∧ e
∗
2 et n = ξ + u
∗
1 ∧ e
∗
3.
Soit
E′ = 〈u2〉
⊥, F ′ = F ∩ E′, n′V = F
′ ∧B V ⊕ zV ,
et V ′ = V conside´re´ comme drapeau de sous-espaces isotropes de E′. Alors on a
g′ = pV ′ = qV ⊕ n
′
V ⊂ pV = pV ′ ⊕ so(F ) ⊕ u2 ∧B V.
On note g′ = g|g′ et n
′ = n|n′
V
. D’apre`s le nume´ro 5.19 de [11], on a
g′(g′) ⊂ h := g(n) = g′(n′)⊕Ku2 ∧B e3
avec
g′(n′) = KH1 ⊕KZ ⊕K (T − u1 ∧B e1)⊕Ku1 ∧B e3 ⊕ zV .
On a
[so(F ), g′(n′)] ⊂ Ku2 ∧B e1 ⊕Ku2 ∧B e3 ⊂ ker(n),
et
[u2 ∧B V, g
′(n′)] ⊂ u2 ∧B V ⊂ ker(n).
Comme g′(g′) ⊂ g′(n′), on voit alors que g′(g′) ⊂ g(g). Ainsi, on a g(g) = g′(g′) = KD.
Pour le cas ge´ne´ral et compte tenu des hypothe`ses sur la forme line´aire g, on peut
choisir une base e1, e2, ..., e2p+1 adapte´e au drapeau V telle que, notant e
∗
1, ..., e
∗
2p+1 la
base duale, on ait ξ =
∑
1≤i≤p e
∗
2i−1∧ e
∗
2i et n = ξ+u
∗∧ e∗2p+1 avec u ∈ F non isotrope.
De plus, on peut supposer que g|mV = g|so(F ) = g|lV = 0.
Conside´rons, pour 1 ≤ k ≤ p − 1, les vecteurs Ck. Remarquons tout d’abord que
les vecteurs Ck appartiennent a` h. De plus, on a
〈g, [Ck, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ rV et [Ck, so(F )] = 0.
D’autre part et compte tenu des calculs du cas pre´ce´dent, on a
〈g, [Ck, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV ,
de sorte que 〈g, [Ck, Y ]〉 = 0 pour tout Y ∈ g. On a donc Ck ∈ g(g).
En nous inspirant de (4.7) on de´finit le vecteur Dp en posant
Dp = Tp − u ∧B e2p−1 − τpu ∧B e2p+1 −
τp
2ζp
Zp +
1
2
τp e2p−1 ∧ e2p +
1
2
ζpe2p ∧ e2p+1.
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Remarquons tout d’abord que Dp ∈ h de sorte que
Dp ∈ g(g) si et seulement si


〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ rV ,
〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ so(F ),
〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, ∀ Y ∈ mV .
Compte tenu de (4.4), on a
〈g, [Dp, rV ]〉 = 0 si et seulement si


〈g, [Zj ,Dp]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p+ 1,
〈g, [Tj ,Dp]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p,
〈g, [Hj ,Dp]〉 = 0, 1 ≤ j ≤ p.
On a, pour 1 ≤ j ≤ p+ 1,
[Hj,Dp] =


Tp − τp u ∧B e2p+1 mod(ker(n)) si j = p+ 1,
Tp −
τp
ζp
Zp mod(ker(n)) si j = p,
0 si j ≤ p− 2.
De plus, pour 1 ≤ j ≤ p, on ve´rifie aise´ment que
[Dp, Zj ] =
{
0 mod(ker(n)) si j = p,
0 sinon ,
et
[Dp, Tj ] =
{
0 mod(ker(n)) si j = p ou j = p− 1,
0 sinon,
de sorte que, compte tenu de nos hypothe`ses sur la forme line´aire g,
〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, pour tout Y ∈ rV .
De plus, il est clair que, pour tout Y ∈ so(F ), on a [Y,Dp] ∈ ker(n) de sorte que
〈g, [Dp, so(F )]〉 = {0}.
Par suite, compte tenu de (4.5), on a
Dp ∈ g(g) si et seulement si


〈g, [Sj ,Dp]〉 = 0, pour 1 ≤ j ≤ p,
〈g, [E2j,2j+1,Dp]〉 = 0, pour 1 ≤ j ≤ p,
〈g, [Ei,j ,Dp]〉 = 0, pour 2 ≤ i+ 1 < j ≤ 2p+ 1.
D’une part, on a
[Sj ,Dp] =
{
−Tp + τp e2p−1 ∧B e2p mod(ker(n)) si j = p,
0 si j ≤ p− 1,
de sorte que, pour 1 ≤ k ≤ p,
〈g, [Sj ,Dp]〉 = 0.
D’autre part, on a
[E2j,2j+1,Dp] =


E2p,2p − E2p+1,2p+1 +
τp
2ζp
E2p−1,2p+1 mod(ker(n)) si j = p,
−
τp
2ζp
E2p−2,2pmod(ker(n)) si j = p− 1,
0 si j ≤ p− 2.
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Comme E2p,2p − E2p+1,2p+1 ∈ lV +mV et E2p−1,2p+1, E2p−2,2p ∈ mV , on voit alors que,
pour 1 ≤ j ≤ p,
〈g, [E2j,2j+1,Dp]〉 = 0.
Enfin, pour calculer le crochet [Ei,j,Dp] avec 2 ≤ i+1 < j ≤ r, on distingue suivant la
parite´ de i et j.
(i) Pour i = 2k′ et j = 2l′ avec k′ + 1 ≤ l′ ≤ p, on a
[E2k′,2l′ ,Dp] =
{
−12 τp e2k′ ∧ e2p−1 +
1
2 ζp e2k′ ∧ e2p+1 = 0 mod(ker(n)) si l
′ = p,
0 sinon,
de sorte que
〈g, [E2k′,2l′ ,Dp]〉 = 0.
(ii) Pour i = 2k′ et j = 2l′ + 1 avec 1 ≤ k′ < l′ ≤ p, on a
[E2k′,2l′+1,Dp] =


E2k′,2p − τp u ∧B e2k′ −
1
2 ζp e2k′ ∧ e2p si l
′ = p,
−u ∧B e2k′ −
τp
2ζp
E2k′,2p +
1
2 τp e2k′ ∧ e2p si l
′ = p− 1,
0 sinon.
Remarquons que [E2k′,2l′+1,Dp] ∈ mV + ker(n) de sorte que
〈g, [E2k′,2l′+1,Dp] = 0〉.
(iii) Pour i = 2k′ + 1 et j = 2l′ avec 1 ≤ k′ + 1 < l′ ≤ p, on a
[E2k′+1,2l′ ,Dp] =
{
−12 τp e2k′+1 ∧ e2p−1 +
1
2 ζp e2k′+1 ∧ e2p+1 si l
′ = p,
0 sinon.
On voit alors que
[E2k′+1,2l′ ,Dp] =
{
0mod(ker(n)) si l′ = p,
0 sinon,
de sorte que
〈g, [E2k′+1,2l′ ,Dp]〉 = 0.
(iv) Pour i = 2k′ + 1 et j = 2l′ + 1 avec 0 ≤ k′ < l′ ≤ p, on a
[E2k′+1,2l′+1,Dp] =


E2k′+1,2p − τp u ∧B e2k′+1 −
1
2 ζp e2k′+1 ∧ e2p si l
′ = p,
−u ∧B e2k′+1 −
τp
2ζp
E2k′+1,2p +
1
2 τp e2k′+1 ∧ e2p si l
′ = p− 1,
0 sinon.
Par suite, on a les re´sultats suivants :
- Pour l′ < p− 1, on a
[E2k′+1,2l′+1,Dp] = 0.
- Pour l′ = p− 1, on a
[E2k′+1,2l′+1,Dp] ∈ mV + ker(n).
- Pour l′ = p et k′ < p− 1
[E2k′+1,2l′+1,Dp] ∈ mV + ker(n).
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- Pour l′ = p et k′ = p− 1, on a
[E2k′+1,2l′+1,Dp] = E2p−1,2p − τp u ∧B e2p−1 −
1
2
ζp e2p−1 ∧ e2p
=
1
2
Zp −
1
2
ζp e2p−1 ∧ e2p mod(ker(n)).
Compte tenu de nos hypothe`ses, il suit que
〈g, [E2k′+1,2l′+1,Dp]〉 = 0, 0 ≤ k
′ < l′ ≤ p.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, on voit que
〈g, [Dp, Y ]〉 = 0, pour tout Y ∈ g.
On a donc Dp ∈ g(g).
Remarquons que la famille {Ck, 1 ≤ k ≤ p − 1,Dp} est une famille libre de g(g).
De plus, comme dim(g(g)) = h(V) = p, cette famille est maximale et donc elle forme
une base de g(g). On a donc
g(g) =
p−1⊕
k=1
KCk ⊕KDp.
On pose Rk = E2k−1,2k−1 + E2k+1,2k+1. On a Rk ∈ g pour tout 1 ≤ k ≤ p et on a
[Rk, Ck] = Ck, 1 ≤ k ≤ p− 1 et [Rp,Dp] = Dp,
de sorte que [g, g(g)] ∩ g(g) 6= {0}. Ceci montre alors que g est non stable puisque la
forme line´aire g est ge´ne´rique.
Pour achever la de´monstration du the´ore`me, on conside`re le cas ou` (q, r) ve´rifie
(4.1) et le drapeau V ve´rifie la condition (∗) sans que les sous-espaces Vi du drapeau
soient tous de dimension impaire pour 1 ≤ i ≤ t− 1. On reprend les notations des cas
pre´ce´dents.
Soit donc g = pV avec V = {{0} = V0  V1  V2  ...  Vt−1  Vt = V } un drapeau
de sous-espaces isotropes ve´rifiant la condition (∗) et (q, r) la condition (4.3). En par-
ticulier dimF ≤ 2 et si dimF = 2, r = dimV est impair.
On a g = (qV × so(F )) ⊕ nV avec nV = F ∧B V ⊕ zV et zV = Λ
2
BV . Soit g ∈ g
∗
ge´ne´rique. On peut supposer que ξ = g|zV ∈ Λ
2
BV
∗ est ge´ne´rique relativement a` V et,
si r est impair que n = g|nV est tel que n = nξ + l ∧ e
∗
r avec l ∈ F
∗ non isotrope. Soit
k0 = 0 < k1 < ... < ks−1 < ks = t ceux des indices j ∈ 0, ..., t tels que dimVj soit pair
ou j = t. Pour 1 ≤ i ≤ s, on pose Wi = Vki ∩ V
⊥ξ
ki−1
et on de´signe par Vi la trace du
drapeau V sur le sous-espace Wi. On a V = ⊕
s
i=1Wi.
Soit V˜ ⊂ V le sous-drapeau constitue´ des espaces Vki , 0 ≤ i ≤ s. On a
qV =
s∏
i=1
qVi ⊕
uqV˜
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ou` qVi de´signe la sous-alge`bre parabolique de gl(Wi) qui stabilise le drapeau Vi et
uqV˜
le radical unipotent de la sous-alge`bre parabolique qV˜ . Comme
h+ nV =
{
rV + nV si r est pair ou F = 0
r0V + nV si r est impair et F 6= 0.
et exp(nV (n)).g = g + (h+ nV )
⊥, on peut supposer que g|uq
V˜
= 0.
On pose s˜ = s, si F = 0 ou r est pair, et s˜ = s − 1, si F 6= 0 et r est impair. On
conside`re les sous-alge`bres de Lie de g, gi = qVi ⊕ zWi, pour 1 ≤ i ≤ s˜ et, si F 6= 0 et r
est impair, gs = qVs × so(F ) ⊕ nWs (en convenant que nWs = F ∧B Ws ⊕ zWs). Enfin,
on note gi = g|gi , 1 ≤ i ≤ s. Alors, on a
g = gi ⊕ (
∏
j 6=i
qVj )⊕
uq
V˜
⊕ F ∧B V ⊕ (⊕k<lWk ∧B Wl)⊕ (⊕j 6=i ∧
2
B Wj), 1 ≤ i ≤ s˜,
et si F 6= 0 et r est impair, on a
g = gs ⊕ (
∏
j<s
qVj )⊕
uq
V˜
⊕ (⊕j<sF ∧B Wj)⊕ (⊕k<lWk ∧B Wl)⊕ (⊕j<s ∧
2
B Wj).
En regardant les crochets de gi avec les diffe´rents autres sous-espaces apparaissant dans
cette de´composition de g en somme directe, on peut montrer que gi(gi) ⊂ g(g).
Compte tenu de nos hypothe`ses, il existe deux sous-espaces conse´cutifs du drapeau V
qui sont tous deux de dimension impaire. Ainsi l’une au moins des gi n’est pas stable
d’apre`s le cas pre´ce´dent. Comme gi(gi) ⊂ g(g), il re´sulte alors du lemme 2.2.7 que g
n’est pas stable.
Remarque 4.2.5. On garde les notations pre´ce´dentes. Comme la forme line´aire g est
ge´ne´rique, il existe un ouvert de Zariski U G-invariant contenant g. Ainsi et comme
g ∈ uq⊥
V˜
, ou` uq⊥
V˜
de´signe l’orthogonal de uqV˜ dans g
∗, U∩ uq⊥
V˜
est un ouvert de Zariski
non vide de uq⊥
V˜
. Soit ϕ la projection de uq⊥
V˜
dans g∗i . Comme ϕ(U∩
uq⊥
V˜
) est un ouvert
de Zariski non vide de g∗i , on voit alors que gi = g|gi est ge´ne´rique. Ainsi et compte
tenu du cas pre´ce´dent, on a une formule explicite pour le stabilisateur gi(gi).
Lorsque g est de rang nul, en utilisant le re´sultat qui donne l’indice de g et des gi dans
le the´ore`me 4.1.1, on de´duit que g(g) = ⊕igi(gi). Comme on a de´termine´ explicitement
gi(gi) dans le cas pre´ce´dent, on a alors une formule explicite pour le stabilisateur d’une
forme line´aire ge´ne´rique.
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